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Desarrollo de Habilidades:

Aprender a Pensar Matematicamente






ANTECEDENTES DEL CURRICULO DE MATEMATICA

Las Bases Curriculares que abordan los afios académicos de 7° afio de
Educacién Basica a 2° afo de Educacién Media', comprenden en forma
transversal habilidades de pensamiento en que subyace la habilidad de
solucionar situaciones diversas. En la asignatura de Matematica, se sefiala:

“Comprender las matemaéticas y aplicar los conceptos y procedimientos
alaresolucién de problemas reales, es fundamental para los ciudadanos
en el mundo moderno. Para resolver e interpretar una cantidad cada
vez mayor de problemas y situaciones de la vida diaria, en contextos
profesionales, personales, laborales, sociales y cientificos, se requiere de
un cierto nivel de comprensién de las matematicas, de razonamiento
matemadtico y del uso de herramientas matematicas” (p.104).

Del mismo modo y con respecto a los Estandares de Aprendizaje, descritos para
8° afo de Educacién Basica, el Nivel de Aprendizaje Adecuado en el contexto
de la resolucién de problemas en la asignatura de Matemadtica establece que
las y los estudiantes deben:

“(...) mostrar generalmente que son capaces de aplicar conocimientos
y habilidades de razonamiento matemadtico en situaciones directas y
en problemas de varios pasos en los que se requiere eleccién de datos,
organizar la informacién o establecer un procedimiento apropiado”?

(p. 10).

Asimismo, el curriculum nacional potencia el logro de objetivos de aprendizaje
que articulan el desarrollo de contenidos, habilidades matematicas y actitudes
frente a la asignatura de matematica. En este contexto, es importante analizar
y ejemplificar cémo las habilidades matematicas descritas para 7° y 8° afio
de Educacién Basica aportan a la formacién de un ciudadano para resolver e

1. Ministerio de Educacion de Chile (2013). Bases Curriculares 7° bésico a 2° medio.
2. Ministerio de Educacién de Chile (2013). Estandares de Aprendizaje Matemética.

7°y 89 ano de Educacion Basica



interpretar problemasy situaciones de la vida diaria, en contextos profesionales,
personales, laborales, sociales y cientificos, para lo cual se requiere de un alto
nivel de comprensién de las matematicas y de razonamiento matemaético.

Por otra parte, la formacién matematica y la alfabetizacién matematica de
todos los ciudadanos se considera un elemento esencial a tener en cuenta
para el desarrollo de cualquier pais (Mineduc, 2013). Se conoce como
alfabetizacién matematica a la capacidad de identificar y entender el papel
que las matematicas tienen en el mundo, hacer juicios bien fundados y usar en
forma adecuada tanto los conocimientos como las herramientas matematicas
para resolver problemas cotidianos.

Para lograrlo, es necesario que los ciudadanos desarrollen el razonamiento
matematico, uno de los principales focos a los cuales se orienta el curriculum
de esta asignatura. Esto implica formar a un estudiante que aplique la
matematica en su entorno y que se valga de los conocimientos matematicos
como una herramienta util para describir el mundo y para manejarse
efectivamente en él, que reconozca las aplicaciones de la matematica
en diversos ambitos y que la use para comprender situaciones y resolver
problemas. El pensamiento matematico se define como una capacidad que
nos permite aplicar conocimiento y comprender las relaciones que se dan en
el entorno, cuantificarlas, razonar sobre ellas, representarlas y comunicarlas.
En este sentido, el papel de la ensefianza de las matematicas es desarrollar
las habilidades que generan el pensamiento matematico, sus conceptos y
procedimientos basicos, con el fin de comprender y producir informacién
representada en términos matematicos.

La asignatura se focaliza en la resolucion de problemas. Resolver un problema
implica no solo poner en juego un amplio conjunto de habilidades, sino
también creatividad para buscar y probar diversas soluciones. Al poner el
énfasis en la resolucién de problemas, se busca, por una parte, que las y
los estudiantes descubran la utilidad de las matematicas en la vida real y,
por otro, abrir espacios para conectar esta disciplina con otras asignaturas.
Otro de los énfasis del curriculum de matemética consiste en que las y los
estudiantes sean capaces de transitar entre distintos niveles de representacion
(concreto, pictdrico y simbdlico), traduciendo situaciones de la vida cotidiana
a lenguaje formal, o utilizando simbolos matematicos para resolver problemas
o explicar situaciones concretas. Las Bases Curriculares dan relevancia
al modelamiento matematico. El objetivo de desarrollar la habilidad de

8 Desarrollo de habilidades: Aprender a pensar Matematicamente /7° y 8° afo de Educacion Basica



modelamiento matematico es lograr que las y los estudiantes construyan una
versién simplificada y abstracta de un sistema que opera en la realidad, que
capturen los patrones clave y los expresen mediante simbolos matematicos.
Asimismo, las habilidades comunicativas y argumentativas son centrales en
este escenario, estas se relacionan con la capacidad de expresar ideas con
claridad y son muy importantes para comprender el razonamiento que hay
detras de cada problema resuelto o concepto comprendido.

Por lo tanto, aprender a ser docente de matemdticas implica desarrollar,
entre otras, la competencia de planificar, aplicar y analizar estrategias e
instrumentos de evaluacién adaptados a las caracteristicas de las competencias
matematicas desarrolladas por las y los estudiantes (Font y Godino, 2011).
Ademas, como docentes de matematicas, sabemos que debemos escuchar
mas a las y los estudiantes y, sobre todo, formular preguntas que permitan al
docente generar oportunidades de aprendizaje. Es responsabilidad nuestra ir
avanzando en el manejo del cuaderno como un instrumento de trabajo y un
registro que permite obtener evidencia de aprendizaje.
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;Como generar oportunidades de aprendizaje
que permitan el desarrollo de la habilidad de
modelamiento matematico?

La habilidad de modelamiento implica “traducir” una situacién del mundo
real a la matemdtica (Blum, 2012), es decir, expresar acciones o situaciones
cotidianas con lenguaje matematico, aplicar-seleccionar-evaluar modelos que
involucren operatoria, identificar regularidades en expresiones numéricas
y geométricas y generalizar utilizando lenguaje matematico, traducir
expresiones en lenguaje cotidiano a lenguaje matemdtico y viceversa. A
continuacién se presentan procesos clave que procuran desarrollar la habilidad
de Modelamiento matematico.

Expresar acciones o situaciones con lenguaje matematico.

Aplicar, seleccionar y evaluar modelos que involucren operatoria.

Identificar regularidades en expresiones numéricas y geométricas y MODELAR

generalizar utilizando lenguaje matemadtico.

Aplicar, seleccionar y evaluar modelos que involucren
patrones y regularidades.

Traducir expresiones en lenguaje cotidiano a lenguaje
matematico y viceversa.
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En esta propuesta procuraremos orientar el desarrollo de la habilidad de
modelamiento matematico al resolver problemas, argumentar y representar.
Ademds, presentamos las habilidades y conocimientos implicitos en
la modelacién de una situacién cotidiana o de un contexto aritmético
(generalizacion de los nimeros impares), como también algunas sugerencias
de cémo realizar una gestion de clase que permita generar oportunidades de
aprendizaje significativas para las y los estudiantes.

~

Desafioenel - Categorias de contenido - - Categorias de contexto del
contextodel = matematico: cantidad; - mundo real: personal; social;
mundo real - incertidumbre y datos; cambio profesional; cientifico.

y relaciones; espacio y forma.

Pensamiento y
accion matematica

+ Conceptos, conocimientos y

destrezas matematicas. Problema en Formular Problema

. " su contexto matematico
- Capacidades matemadticas

fundamentales: comunicacién;

representacion; disefio de

estrategias; matematizacion;

razonamiento y argumentacion;

utilizacién de operaciones y

un lenguaje simbdlico, formal

y técnico; utilizacién de Resultados en
herramientas matematicas. su contexto
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* Procesos: formular, emplear,
interpretar/valorar.
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En otras palabras, modelar significa resolver problemas complejos del mundo
real y de la propia matematica a través del lenguaje matematico. La idea
principal del modelamiento es la creacién de un modelo, que representa en
forma simplificada la realidad. En este proceso se toman en cuenta solamente
aspectos relevantes que ayudan a responder una pregunta hecha con respecto
al problema real.

Situacién, problema o
fenémeno de la vida “real”
que se desea modelar.

Conexiones entre la vida
real y la Matemética.

Modelo, expresién o
conocimiento matematico

Formular la situacion,
fenémeno o problema
de la vida “real”.

Establecer los supuestos
en que se desarrollard el
modelo.

Formular el problema
matematico.

Validar el modelo
contrastando los resultados
matematicos con datos de
la situacion real.

Interpretar la o
las soluciones de la
formulacién matematica.

Resolver el problema
matematico.

Adaptado de: Mathematical Modelling. D.N. Burhensy M.S. Borrie en, Alan rogersen
(Ed) (1978). The ICSU Committee on the Teaching of Science.
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El modelamiento matematico busca que las y los estudiantes tengan la
oportunidad de analizar, razonar y transmitir ideas matematicas de un
modo efectivo al plantear, resolver e interpretar problemas matematicos en
diferentes situaciones cotidianas. Este tipo de resolucién de problemas exige a
las y los estudiantes cinco etapas que se describen a continuacién:

D Seinicia con un problema enmarcado en la realidad.

D Se organiza de acuerdo a conceptos matematicos que identifican las
matemadticas aplicables.

D Gradualmente se va reduciendo la realidad mediante procedimientos tales
como la formulacidn de hipétesis, la generalizacidn y la formalizacién. Ello
revela los rasgos matematicos de la situacion cotidiana y transforma el
problema real en un problema matematico.

D Se resuelve el problema matematico.

D Se da sentido a la solucién matematica en términos de la situacion real, a
la vez que se identifican las limitaciones de la solucién.

Como sugiere el diagrama del Cuadro 1.3, los cinco aspectos se tratan en tres
fases.
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Adaptado de Blum y Leiss (2005)
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Segun De Lange (1987), este proceso engloba actividades tales como:

D Identificar los elementos matematicos pertinentes en relacién a un
problema situado en la realidad;

D representar el problema de un modo diferente a la lengua materna,
organizandolo entre otras cosas de acuerdo a conceptos matematicos y
realizando suposiciones apropiadas;

D comprender las relaciones entre el lenguaje utilizado para describir el
problema y el lenguaje simbdlico y formal necesario para entenderlo
matematicamente;

D localizar regularidades y relaciones;

D traducir el problema en términos matematicos, es decir, en términos de un
modelo matematico.

Ademas, en la construccién de modelos hay que considerar:

Estructurar el campo o situacién que se quiere modelar.
Traducir la realidad a estructuras matematicas.

Interpretar los modelos matematicos en términos de “realidad”.
Trabajar con un modelo matematico.

Validar el modelo.

Reflexionar, analizar y criticar un modelo y sus resultados.

Comunicar opiniones sobre el modelo y sus resultados (incluyendo las
limitaciones de tales resultados).

D Supervisar y controlar el proceso de construccién de modelos.

http://www.oecd.org/pisa/39732603.pdf

A continuacidn se presentan problemas que procuran desarrollar las habilidades
de resolver, representar, y en especial, el modelamiento matematico. Cabe
sefalar que cada problema corresponde a una ejemplificacién y no se afirma
que estos deban ser los Unicos problemas a resolver para otorgar oportunidades
de aprendizaje a las y los estudiantes.
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Problema:

En una secuencia de partidas y detenciones, un ascensor viaja desde el primer
piso al quinto piso y luego al segundo; desde ahi, al cuarto piso, y luego al
tercero. Si cada piso tiene una altura aproximadamente 3 metros, ;qué
distancia habrd recorrido el ascensor?

Entendiendo que el foco es desarrollar la habilidad de modelar, el problema

nos permite resolverlo (en una primera etapa) de manera concreta.

A: Con una foto B: Con material C: Con un dibujo
concreto

—y
1

= N W B~ 01O

N NN\

—
—
—
—
—
-

Anote la cantidad de los pisos recorridos. Para ello avance y retroceda segtn los
datos entregados en la actividad.

D Sube 4 pisos, baja 3 pisos, sube 2 pisos, baja 1 piso: recorre en total 10 pisos.
D Entre un piso y el otro hay 3 m.

P 10:3m=30m.

7°y 8% ano de Educacion Basica
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Entendiento que el foco es desarrollar la habilidad de modelar, el problema
nos permite resolverlo (en una segunda etapa) de manera pictdrica.

D: En una tabla E: En la recta numérica
invertida
Viaja entre Cantidad de
pisos recorridos
1°al 5° 4 pisos T
5 al 2° 3 pisos 1.

2° al 4° 2 pisos \ (

4° gl 3° 1 piso r Y C“
Anote en una tabla la cantidad (

de los pisos recorridos y/o
realice los movimientos en
la recta invertida avanzando
segun los datos entregados en
la actividad.

A AAMA

En total 10 pisos; entre un piso y el otro hay 3m - 10+3m =30 m.

18 Desarrollo de habilidades: Aprender a pensar Matematicamente / 7° y 8° afio de Educacion Basica



Entendiendo que el foco es desarrollar la habilidad de modelar, el problema
nos permite resolverlo (en una tercera etapa) usando la recta numérica y
vectores

Se representa la situacién en la recta numérica: “sube” con vectores hacia la
derecha, "baja” con vectores hacia la izquierda.

+— Cuarto movimiento — (-1)
I > Tercer movimiento = (+2)
< | Segundo movimiento—> (-3)

) Primer movimiento —> (+4)

2 3 4 5

Movimientos: 4-3+ 2 -1 = 2. La direccidén y sentido del vector del “cuarto
movimiento” es contrario al “tercer movimiento”, lo cual implica finalizar
el movimiento en el ndmero 3. El ndmero 3 resulta al sumar el nimero 1
(“partida del ascensor”) con el nimero 2 que resulta del célculo de los cuatro
movimientos considerandolos como nimeros positivos y negativos segin
corresponda. jLa suma de enteros indicaria una posicién, lo que nos permite
encontrar la respuesta al problema!

Para calcular la distancia que recorrié el ascensor, hay que considerar la cantidad de
pisos cada vez que sube o baja. La medida se puede calcular con el valor absoluto
de un niimero entero. Ejemplo: Sube dos pisos el ascensor implica |[+2|= 2 ; Baja dos
pisos el ascensor implica |-2| = 2

El valor absoluto de esta suma: | +4| +|-3|+|+2|+| —1|=10
Se calcula: 4+3+2+1 =10

Distancia recorrida: 10 pisos, 10 ® 3m =30 m

Respuesta: El ascensor recorrié 30 m en total.

7°y 8° ano de Educacion Basica
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¢Que implica el proceso de modelamiento matematico?

Modelar una

situacion en
base a un
problema

Estrategia 1: nivel concreto

Estrategia 2: nivel pictdrico

Estrategia(s) varia(s)

Argumentar y comunicar

Generalizacion

MODELAR

Modelar una situacién problemética implica el desarrollo holistico de las
etapas 1, 2, 3, 4 y la construccién misma del modelo.
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Ejemplo

En una secuencia de partidas y detenciones, un ascensor viaja
desde el primer piso al quinto y luego al segundo; desde ahi, va al
cuarto piso y luego al tercero. Si cada piso tiene una altura de 3
metros, ;qué distancia habra recorrido el ascensor?

+— Cuarto movimiento > (-1) Viaja entre Cantidad de 3
 —— Tercer movimiento - (+2) PEEE R e T
1° al 5° 4 pisos oY)
4 | Segundo movimiento— (-3) - =)
5°al 2° 3 pisos =
M [ . .« e
[ »  Primer movimiento — (+4) 20 al 4° 2 pisos o
] ] ] ] ] ] a
! ! ! ! ! ! 4°al 3° 1 piso ®
1 2 3 4 5 3
o
a
®
)
3,
) ®
M El recorrido se modela en este =1
ODELO | | +4]+|-3]+[+2]+| —1|=10 caso con la suma de los valores g
10 ¢ 3m=30m absolutos de los nUmeros 9
enteros. ®
3
Qan
=
a
o
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Sugerencia de problemas para potenciar la habilidad de modelamiento matematico.

D Una persona tiene un saldo inicial de $ 50 000 en su cuenta bancaria, hace
un giro de $ 25 000 y luego otro giro de $ 35 000. ;Cudl es el saldo actual
en su cuenta?

M Saldo inicial: $ 50 000
ODELO Primer giro: $ 50 000 - $ 25 000 = $ 25 000

Segundo giro: $ 25 000 - $ 35000 = - $ 10 000

El resultado - $ 10 000 significa “deuda” o “utilizar la linea
de crédito bancaria”. Por ende, el modelo aritmético implica
interpretar los resultados positivos como saldo a favor y los

resultados negativos como deuda.

D En un frigorifico la temperatura es de -27°C. Después de un corte de luz
a las 12:00 horas, la temperatura empieza a subir aproximadamente 2°C
cada media hora. ;Cual es la temperatura a las 15:00 horas? ;Cuanto ha
variado la temperatura desde el corte de luz? ;Es correcto decir que la
temperatura aumentara constantemente 2° C?

D ;Cudl es la diferencia en metros entre la cima de la montafia Ojos del
Salado, de 6 891 m de altura aproximadamente, y la Fosa del Pacifico, que
tiene una profundidad de 7 302 m ? Justifica tu respuesta.
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Modelamiento matematico como habilidad principal en el eje
de Algebra y Funciones

Problema: Una familia quiere comprar un auto nuevo y opta por la oferta de un financia-
miento variable y personalizado. El auto tiene un precio de $ 13 000 000. En
el financiamiento “crédito facil” se requiere un pie de $ 1 000 000 y el resto
se puede pagar dentro de un afio con un niimero fijo de cuotas que se puede
elegir entre 1,2, 3, 4, 6 y 12. Si usted elije 3 cuotas, debe pagar la primera cuota
al cuarto mes, la segunda cuota al octavo mes y la tercera cuota al cumplir el
afo. Los intereses son de 2% mensuales que se refieren a la deuda pendiente
y se cobran al fin del periodo de la cuota. En la casa la familia pensé varios
modelos posibles para financiar la compra.

a) Generar conjeturas con la pregunta: ;Qué influencia tiene el nimero de
cuotas en el monto de la cuota? Verificar la veracidad o falsedad de cada
conjetura.

b) Generar conjeturas con la pregunta: ;Con qué modelo de financiamiento
el gasto total seria minimo o maximo? Verificar la veracidad o falsedad de
cada conjetura.

Entendiendo que el foco es desarrollar la habilidad de modelar, el problema nos
permite resolverlo (en una primera etapa) de manera concreta: con bloques de
madera o cintas de cartdn. (1cm de altura corresponde a $ 1 000 000).
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Verificacién de la conjetura 1): )
A mayor cantidad de cuotas,
menor es el valor del monto
de cada una de ellas, sin
considerar el interés del 2%
mensual.
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7°y 8% ano de Educacion Basica 23



Entendiendo que el foco es desarrollar la habilidad de modelar, el problema
nos permite resolverlo (en una segunda etapa) de manera pictdrica en la recta
numérica sin considerar aun el interés del 2% mensual.

El nimero 1
| |

corresponde )
a 1 millén J ' J J ' ! !
14 15
1
|| »
14 15
L1
| »
14 15

3 millones 3 millones 3 millones 3 millones

/ 4 /] ¥ v 2 4 ”I
< r 4 r 11 L1 'Y
T rrrr 11T b 1° 171 T 7T 71T
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15
Y Y W W SR S
2 millones
EAA S EEEEEEE
| I I N N I I N NN NN | L1 'Y
1T 1111 1T 11T 1T 1"
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 M1 12 13 14 15
N VY N N IS VN U U N U W
T T T T T T T T T T T T
1 millén
Verificacion de la conjetura 1):
Mientras mas cuotas hay, menos alto es su monto.
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Entendiendo que el foco es desarrollar la habilidad de modelar, el problema nos
permite resolverlo (en una tercera etapa) a través de ecuaciones sin considerar
aun el interés del 2% mensual.

En1lcuota: 1000000+1-x = 13 000 000 Monto de la cuota: x =12 000 000
En 2 cuotas: 1000000+2-x = 13 000 000 Monto de la cuota: x =6 000 000
En 3 cuotas: 1000000+3-x = 13 000 000 Monto de la cuota: x =4 000 000
En 4 cuotas: 1000 000+4-x = 13000 000 Monto de la cuota: x =3 000 000
En 6 cuotas: 1000000 +6-x = 13 000 000 Monto de la cuota: x =2 000 000
En 12 cuotas: 1 000 000 + 12 -x = 13 000 000 Monto de la cuota: x =1 000 000

Entendiendo que el foco es desarrollar la habilidad de modelar, a continuacién
corresponde realizar el proceso de modelamiento para calcular el valor de
cada cuota, pero sin considerar todavia el 2% de interés mensual.

Modelo matematico
Ecuacion lineal de la forma

1000000 +ax= 13000000 cona=1,2,3,4,6y12

OA 9 7°Basico: Modelar y resolver problemas diversos de la vida diaria y de otras
asignaturas, que involucran ecuaciones e inecuaciones de la forma: ax+b =c¢

7°y 8% ano de Educacion Basica

25

T
Q
=)
5_.
Q
(@R
(@
D
3
(@]
Q.
@
Q
3
D
>
—t
(@]
3
Q
—t
(@]
3
Qan
=
()]
(@]



Posteriormente, el o la docente debe promover la formulacién de problemas
para potenciar, en una primera etapa, la habilidad de modelamiento
matematico. Uno de los principales focos de ese modelamiento dice relacién
con ofrecer oportunidades de aprendizaje a las y los estudiantes para que
comprendan que diferentes situaciones de la vida cotidiana se pueden resolver
bajo un mismo modelo aritmético o algebraico. Por ejemplo, podrian responder
las siguientes interrogantes: ;Qué relacién hay entre la cantidad de cuotas del
crédito y la ecuacién b + a x = ¢ ? ;Qué situaciones o fenémenos de la vida
cotidiana se pueden resolver mediante 1 000 000 + a x = 13 000 000?

Modelo algebraico:b + ax =c¢

Problema

Crédito de consumo en
3 cuotas

Problema Problema

Dadob+ax=c

“n

a" representa la cantidad de
cuotas del crédito

Crédito de consumo en
4 cuotas

Crédito de consumo en
12 cuotas

Problema

Crédito de consumo en
6 cuotas
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Si el nimero de cuotas es 24, el pie nuevamente es de $ 1 000 000, la tasa de
interés es del 0% mensual y varia el monto del crédito, ;Qué situaciones y
posible modelo se pueden construir?

Javier tiene 1 000 000 de pesos
de pie para comprar un auto. Si él
decide comprar un auto de
$ 7000 000 en 24 cuotas
precio contado,
¢Cual es el valor de la cuota?

Javier tiene 1000 000 de pesos Javier tiene 1000 000 de pesos
i i de pie para comprar un auto. Si él
de pie para comprar un auto. Si $ 1000000 +24x=c pie p P

él decide comprar un auto de “ ta los diferent decide comprar un auto de
$ 7 700 000 en 24 cuotas ¢ representa ‘os diierentes $ 10 000 000 en 24 cuotas

precio contado, montos del crédito a solicitar precio contado,
;Cual es el valor de la cuota? ¢Cudl es el valor de la cuota?

Javier tiene 1 000 000 de pesos
de pie para comprar un auto. Si él
decide comprar un auto de
$ 5000 000 en 24 cuotas
precio contado,
¢Cual es el valor de la cuota?

Modelo: 1000000 + 24 x= c, “c” es el valor del monto del crédito
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Si el nimero de cuotas es 36, la tasa de interés es de 0% mensual, el monto
del crédito es $ 8 000 000 y varia el monto del pie. ;Qué situaciones y
posible modelo se pueden construir?

Isidora quiere comprar un auto de
8000 000 de pesos.
Quiere pedir un crédito en
36 cuotas precio contado.
¢Cudl es el valor de la cuota si
Isidora tiene $ 2 000 000 de pie?

Isidora quiere comprar un auto de
8000 000 de pesos.
Quiere pedir un crédito en
36 cuotas precio contado.
¢Cudl es el valor de la cuota si ;Cual es el valor de la cuota si
Isidoratiene $ 2 750 000 de pie? Isidora tiene $ 3 500 000 de pie?

Isidora quiere comprar un auto
de 8 000 000 de pesos.
Quiere pedir un crédito en
36 cuotas precio contado.
¢Cudl es el valor de la cuota si
Isidora tiene $ 1800 000 de pie?

Modelo: b + 36 x = 8000 000, “b" es el valor del pie para comprar el auto.

Isidora quiere comprar un auto de
8000 000 de pesos.
Quiere pedir un crédito en
36 cuotas precio contado.

b+ 36 x =8 000 000
“b” representa los diferentes

montos de pie para
comprar el auto
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Entendiendo que el foco es desarrollar la habilidad de modelar, a continuacién
corresponde realizar el proceso de modelamiento (utilizando la linea recta)
para calcular el valor de cada cuota (crédito en 2 cuotas) considerando el 2%
de interés mensual.

Se representa el modelamiento del crédito para los $ 12 000 000 restantes
que se deben financiar, en este caso, en 2 cuotas con un monto de:

m =$6000000 cada una (En los $ 6 000 000 no estan considerado
los intereses del crédito). Los intereses del primer periodo se refieren a la
deuda inicial que es de $ 12 000 000.

Los intereses para este periodo tienen un monto de:

$ 1440000 (2% - $ 12 000 000 - 6 meses) que se valida al final del periodo
y se agregan a la deuda. Resulta en la cuenta un saldo de $ 13 440 000. Al
mismo tiempo se cancela el monto fijo de la cuota junto con los intereses
y se llega a la deuda restante de $ 6 000 000. Al final del segundo y
ualtimo periodo se validan los intereses que se basan en el resto de la deuda
$6 000 000 resultando un monto de $ 720 000 (2% - $6 000 000 - 6 meses).

Por dltimo, se agregan los intereses a la deuda. Resulta en la cuenta un saldo
de $ 6 720 000. El deudor cancela la parte fija de $6 000 000 mas los intereses
de $ 720 000 y llega a un saldo de $ 0.
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Total a
g 7 440 000 13 440 000 pagar por
Eoprue:lpeg:dl el crédito:
6 000 000
a un millén 6000000 14160000
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1440 000 720 000
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Como se representa en la recta numérica, el saldo inicial (t = 0) de la deuda es
D(0) = 12 000 000. La cancelacién de la deuda se modela en forma recursiva
por intervalos (periodos) de tiempo. El t = 1 significa el final del primer
intervalo(periodo), t = 2 significa el final del segundo intervalo (periodo) D(t)
significa la deuda al final del intervalo con el nimero t. Cantidad de intervalos
(periodos) a considerar es k = 2

D(0) = 12 000 000

D(1) = 12 000 000 + 12 000 000 - 0,02 1?2 - (w +120000-0,02 -2

=12 000000 +1 440 000 - (6 000 000 + 1 440 000)
=6000000

Jury
Nl

D(2) = 6 000 000 + 6 000 000 - 0,02 = - (=222 + 6 000 000 0,02 %)
=6 000 000 + 720 000 - (6 000 000 + 720 000)

=0

Modelo matematico

En general con D(0) = 12 000 000 , k cantidad de periodos y porcentaje mensual
de p%

D(t+1) =D + D) L= 2 - A2 +p(r) - L 2)

Con esta funcién definida en forma recursiva se puede verificar los calculos
representados en las tablas.
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Entendiendo que el foco es desarrollar la habilidad de modelar, a continuacién
aplicaremos el proceso de modelamiento para calcular el valor de cada cuota
(crédito en 3 cuotas) considerando el 2% de interés mensual.

Como se representa en la recta numérica, el saldo inicial (t=0) de la deuda es
D(0) = 12 000 000. La cancelacién de la deuda se modela en forma recursiva
por intervalos (periodos) de tiempo. t=1 significa el final del primer intervalo
(periodo), t=3 significa el final del tercer intervalo (periodo)

D(t) significa la deuda al final del intervalo con el nimero t.

Cantidad de intervalos (periodos) k=3

D(0) =12 000 000

(12 000000

D(1) = 12000 000 + 12 000 000 - 0,02 - 2% - +12 0000 - 0,02 - 12

)
=12 000 000 + 960 000 — (4 000 000 + 960 000)
=8 000 000

12 000 000

D(2)=8000000+8000000~0,O2~1—32 - ( + 8000000 0,02-2)

=8 000 000 + 640 000 — (4 000 000 + 640 000)
=4 000 000

12 000 000

D(3) =4 000 000 + 4 000 000 - 0,02 - = - ( + 4000000+ 0,02+ 22)

=4 000 000 + 320 000 — (4 000 000 + 320 000)

=0
4960 000 9600 000 13 920 000
77N l PR l P l
N - N
7 \ /7 \! \,’ NE

“\
/
Voo 1 ¥ ’a’ I | | 4%
I — T |"|_|_|_|iq_|_’
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

960 000 640 000 320000

\ Interei's /

7°y 8° ano de Educacion Basica

31

T
Q
=)
5_.
Q
(@R
(@
D
3
(@]
[@N
@
Q
3
D
>
—t
(@]
3
Q
—t
(@]
3
Qn
=
()]
(@]



Problema de crédito y modelamiento matematico: Prestacién de un servicio
que tiene un cobro fijo mas un cobro variable en cuotas cuyo valor depende
de la cantidad de cuotas: arriendo de un auto, inmueble, cuenta telefénica, de
agua, de luz, entre otras.

Especificamente, el plan de financiamiento del crédito tiene varios célculos
repetitivos. Se muestra un esquema para cancelar el crédito en intervalos
incluyendo los intereses.

Deuda inicial del Intereses por el Cuota proyectada Cuota a cancelar Deuda al final del
periodo periodo de la cuota sin intereses con intereses periodo

Por ejemplo: Plan de financiamiento del crédito con 3 cuotas anuales y un
porcentaje mensual de 2%.

Observacion: El célculo de los intereses se realiza favorablemente de la siguiente manera:

D 2% =0,02

D 2% de 12 000 000 se calcula mediante el producto:
0,02 - 12 000 000 = 240 000

Deuda inicial | Intereses por Cuota sin Cuota con Deuda final
periodo intereses intereses
12 000 000 240 000 4000 000 4240000 8000 000
8 000 000 160 000 4000000 4160 000 4000 000
4000 000 80000 4000 000 4080 000 0
total 480000 12 000 000 12480000 —— —
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Problema 1: Elaborar un plan de financiamiento de los créditos en 1 cuota al fin del afio.

Deuda inicial | Intereses por Cuota sin Cuota con Deuda final

periodo intereses intereses
12 000 000

Problema 2: Elaborar un plan de financiamiento de los créditos con 2 cuotas anuales.

Deuda inicial | Intereses por Cuota sin Cuota con Deuda final
periodo intereses intereses
12 000 000
total e

Problema 3: Elaborar un plan de financiamiento de los créditos con 4 cuotas anuales.

Deuda inicial | Intereses por Cuota sin Cuota con Deuda final
periodo intereses intereses
12 000 000
total e
A
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Problema 4: Elaborar un plan de financiamiento del crédito 6 cuotas mensuales.

Deuda inicial | Intereses por Cuota sin Cuota con Deuda final
periodo intereses intereses
12 000 000
total e

Problema 5: Elaborar un plan de financiamiento del crédito 12 cuotas mensuales.

Deuda inicial | Intereses por Cuota sin Cuota con Deuda final
periodo intereses intereses
12 000 000
total ———
A J

Verificacion de la conjetura 2):

El crédito en la variante con mas cuotas es mas cémodo y ademas
el total de los intereses es minimo.
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Modelar situaciones de la vida diaria con ecuaciones

Problema 1. Se est4 planificando una maratén en tres categorias A, B'y C. La primera
categoria es para atletas con buen rendimiento, la segunda para deportistas
familiares y la tercera para principiantes.

Segun las categorias A, B 'y C se recorre 42
km, 21 km y 15 km respectivamente. Los
organizadores quieren instalar, a partir de
un cierto recorrido, mesas de servicio para
tomar bebidas isotdnicas. Las estaciones se
reparten en tramos equidistantes hasta la

meta.

Se solicita:

a)

Confeccionar un dibujo esquematico en el cual aparezcan los datos de la
maraton.

Plantear una ecuacién mediante la cual se pueda modelar el célculo de
las distancias entre las estaciones de servicio, considerando los siguientes
parametros-variables: recorrido total, recorrido a partir del cual se instalan
las estaciones de servicio y cantidad de estaciones de servicio.

En la categoria A se quiere empezar en el kilémetro 12, con 8 6 6 estaciones
dependiente de las condiciones del tiempo. Calcular las distancias entre

las estaciones.

En la categoria B se planifica el inicio del servicio a partir del kildémetro 9,
con 6 o 4 estaciones. Calcular las distancias entre las estaciones.

En la categoria C se planifica un servicio con 12 u 8 estaciones repartidas
a lo largo del recorrido. Calcular las distancias entre las estaciones.

7°y 8° ano de Educacion Basica

35

T
Q
=)
5_.
Q
a
(@
D
3
(@]
[@N
@
Q
3
D
>
—t
(@]
3
Q
—t
(@]
3
Qn
=
()]
(@]



Entendiendo que el foco es desarrollar la habilidad de modelar, el problema
nos permite resolverlo de manera pictdrica a través de un esquema.

servicio C servicio B servicio A

1 2 1

Partida

a) b+ ax=c;con crecorrido total, b punto del inicio del servicio, a
cantidad de las estaciones.

b) Distancia 42 km; inicio del servicio en el km 12, dia caluroso 8
estaciones, ecuacion: 12 + 8x = 42; x = 3,75 km dia frio 6 estaciones,
ecuacion: 12 + 6x = 42; x = 5 km

c) Distancia 21 km; inicio del servicio en el km 9; dia caluroso 6 estaciones,
ecuacion: 9 + 6x = 21; x = 2 km; dia frio 4 estaciones,
ecuacion: 9 + 4x =21 x =3 km

d) Distancia 15 km; estaciones repartidas a lo largo de todo el recorrido; dia
caluroso 12 estaciones; ecuacion: 12x = 15; x = 1,25 km;
dia frio 8 estaciones ; ecuacién: 8x = 15; x = 1,875 km

Modelo matematico
Ecuacién de primer grado

9+ 6x =21
9+ 4x =21
36 Desarrollo de habilidades: Aprender a pensar Matematicamente / 7° y 8° afio de Educacion Basica



Problema 2: Dos cursos, A y B, del 7° afio bésico de un e

colegio planifican un viaje de estudio de g/{m LOJOone

aproximadamente 250 km. El curso A quiere
gastar todo su ahorro de $ 220 000 y el curso B Q—‘—' Q
también quiere gastar todo su ahorro, que es de

$ 200 000. Se sabe que los gastos fijos para un bus del curso A son de $ 70 000
mas un cierto costo para cada kildémetro recorrido. Para el curso B los gastos
fijos son de $ 60 000 mas un cierto monto para cada kilémetro recorrido.

Se solicita:

a) Confeccionar un dibujo esquematico en el cual aparezcan los datos del
viaje de estudio.

b) Elaborar una ecuacién mediante la cual se pueda modelar el calculo del
costo maximo para cada kilémetro de recorrido en los diferentes cursos,
variando el gasto fijo y el ahorro.

¢) Calcular para ambos cursos el monto para cada kilémetro del recorrido.
d) Conjeturar sin realizar ninglin célculo directo: ;Con qué gasto fijo, el curso

B tendria el mismo costo para cada kildmetro recorrido? Argumentar y
comunicar la conjetura.
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Entendiendo que el foco es desarrollar la habilidad de modelar, el problema
nos permite resolverlo de manera pictdrica a través de un esquema y generar
oportunidades de aprendizaje de argumentacion.

§220 000 )
$ 70000 250+ X )
$ 200 000 )
$60000 250+ X ]

a) b + ax = c; con b gasto fijo, a recorrido aproximado en km, c ahorro del
curso.

b) Curso A:ecuacién: 70000 + 250x = 220000 ; x = 600 (pesos por kilémetro)
Curso B: ecuacion: 60 000 + 250x = 200 000 ; x = 560 (pesos por kilémetro)

¢) Con un gasto fijo de $50 000 tendrian el mismo monto a disposicién para
el kilometraje como el curso Ay por lo tanto se daria el mismo monto por

kildémetro.
Modelo matematico
Ecuacién de primer grado
70 000 + 250x = 220 000
60 000 + 250x = 200 000
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Problema 3: Un vuelo entre Santiago de Chile y Los Angeles (EEUU)
tiene una distancia de 9 000 km. En el interior de la
cabina se transmiten cada minuto datos actuales
del vuelo, tales como distancia recorrida y
distancia al destino. Con el piloto automatico
prendido, el avién vuela a velocidad constante
considerando, por ejemplo, los siguientes datos:

i) ‘“distancia recorrida 3 000 km” y "distancia al
destino 6 000 km”".

ii) "distancia recorrida 3 016 km” y “distancia al destino 5 984 km".

Se solicita:

a) Dibujar un esquema con los datos del recorrido y distancia al destino.

b) ¢Qué ecuacién permite modelar el célculo de la “distancia recorrida” r y de
la "distancia que falta al destino” f en cada minuto del vuelo basdndose en

los datos del problema?

¢) Las distancias, jse pueden calcular mediante las ecuaciones elaboradas
hasta el aterrizaje? Argumentar y comunicar la respuesta.
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d) Desafio: Elaborar en general una ecuacién mediante la cual se puede
modelar el calculo de una “distancia recorrida” y una “distancia al destino”,
si se pueden variar los siguientes parametros: recorrido del avién por
minuto, distancia total, distancia recorrida y distancia faltante.
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Entendiendo que el foco es desarrollar la habilidad de modelar, el problema
nos permite resolverlo de manera pictdrica a través de un esquema y generar
oportunidades de aprendizaje de argumentacion.

d 9000km
r 3 000km f 6000km
r 3 500km f 5500km

D Recorrido actual: 3 000 km; distancia actual al destino: 6 000 km; distancia
recorrida por hora: 960 km ecuacién del recorrido: r = 3 000 + 960x
(x horas a partir del momento inicial considerado) ecuacién del recorrido
faltante f = 6 000 — 960x (x horas a partir del momento inicial considerado)

D Las ecuaciones elaboradas tienen validez solamente si no se cambia el
recorrido por minuto. En la fase del descenso eso se disminuye y por lo
tanto no se puede calcular hasta el aterrizaje.

D Desafio: distancia d entre los destinos, distancia recorrida r, distancia
recorrida al momento inicial R, distancia faltante f, distancia faltante al
momento inicial F, recorrido por minuto a, ecuacién para la distancia
recorrida: r = R + ax ecuacidn para la distancia faltante:
f=F-ax(con F=d-R).

Control: r + f en cada momento debe ser igual a la distancia total:
r+f=R+ax+F-ax=F+R=d

Modelo matematico
Ecuacidn de primer grado

Ecuacién del recorrido: r = 3 000 + 960x
(x horas a partir del momento inicial considerado)

Ecuacién del recorrido faltante f = 6 000 — 960x
(x horas a partir del momento inicial considerado)
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Problema 4: En el dltimo partido de un torneo de fitbol escolar,
los dos mejores equipos de la tabla juegan entre
ellos. El equipo “verde” es n° 1 en la tabla de
posiciones y tiene una victoria mas que el equipo
“rojo”. Ademas tiene una diferencia de 19 goles a
su favor mientras el equipo “rojo” cuenta con una
ventaja de solo 7 goles. Antes de empezar el partido
decisivo, el entrenador del equipo rojo les da animo
a sus jugadores y dice: "Vamos a ganar y solo nos falta
remontar la diferencia de goles entre ellos y nosotros. Ahora,

como jugamos con ellos directamente, cada gol cuenta el doble”.

a)

Conjeturar acerca del hecho de que, con el partido directo entre ambos
equipos “cada gol cuenta el doble”.

Representar la situacion en forma concreta con fichas o pictéricamente
con columnas de casillas.

Plantear una inecuacién de la forma b + x > ¢ —x que modela la situacién
del equipo “rojo” que quiere saber con cuantos goles puede superar el
equipo “verde” remontando la diferencia de goles que habia antes del
partido.

Resolver la inecuacién para saber con cuantos goles a su favor el equipo
“rojo” superaria a los “verdes” para hacerse campedn.

Con cada gol que convierte el equipo “rojo” contra el equipo “verde”, la
diferencia de goles en favor del equipo “verde” disminuye un punto y a la
vez la diferencia de goles en favor del equipo “rojo” aumenta un punto.

Apilar fichas que representan goles y darse cuenta de la disminucién por 2
fichas si sacan una ficha verde y la ponen en la pila de las fichas rojas. En
vez de usar fichas pueden pintar casillas.
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g) Inecuacion para modelar la cantidad de goles que se debe convertir contra
los “verdes” para superar la diferencia de goles que tiene este equipo en su
favor: 7 + x > 19 — x.

h) 7+x>19-x > 2x>12 - x>6.Elequipo “rojo” debe ganar
con una diferencia mayor que 6 goles para superar la diferencia de goles
que tiene el equipo “verde” en su favor.

Modelo matematico:

Inecuaciones

T7+x >19-x & 2x>12 & x>6

i) El modelo anterior, ses aplicable cuando gana el equipo verde?
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Modelamiento matematico como habilidad principal en el eje
Geometria

¢Qué significa modelamiento con Geometria? ;Qué ejemplos de modelos
geomeétricos aplicados a situaciones o fendmenos se pueden aplicar? ;Cémo
se relaciona el modelamiento con Geometria con otras habilidades, tales
como representar, resolver problemas, argumentar o comunicar?

A partir de situaciones de la vida “real” hay que explorar esas preguntas y
poner especial atencién en los supuestos y el propdsito de los modelos que
creen las y los estudiantes.

Problema 1: El cartero quiere cruzar el patio. En esquinas opuestas estan atados dos perros.
El de la esquina inferior izquierda puede alcanzar 8 metros. El de la esquina
superior derecha, 6 metros. ;Puede pasar el cartero sin que los perros lo
muerdan? Haga una construccién geométrica para encontrar un camino recto
por el que pueda transitar el cartero sin ser mordido.
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a) ¢Cudles son las dimensiones de las cadenas y del patio para que el cartero
pueda pasar sin correr peligro? Si el cartero estd parado justo en el
vértice inferior derecho del rectdngulo y los perros siguen en las mismas
condiciones, jcudles podrian ser las dimensiones del patio para que el
cartero pueda caminar en linea recta desde el punto en que esta parado y
hasta cruzar el lado superior, sin que los perros lo muerdan? Justifica tus
respuestas.

b) Si A es el vértice inferior izquierdo del patio, C el superior derecho y P un
punto cualquiera del patio, r, el largo de la cadena del perro atada en Ay
r, el largo de la otra cadena, indique, en el dibujo, las zonas siguientes:

- AP< r
« (CP< r,
(AP>r)y(CP<r)

G
o C
o
A E
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c) ¢Cudl es el espacio minimo entre los dos circulos? ;Por dénde es seguro
pasar?

Diagonal

¢Cudl es la distancia entre los dos circulos?

La distancia “d” entre los puntos M y N equivale a la longitud de la diagonal
(D) menos la suma de la longitud de ambas cadenas (r, y r,).

d=D-(r1+r2)

¢Cémo calcular la longitud de la diagonal?
Usamos el teorema de Pitagoras:

D2 =a? +b? (“a” y “b”, los lados del patio)

De alli, extrayendo raiz, tenemos:

D= V& 757

Luego el modelo puede escribirse como:

d= va?+ b?- (r1 +12)
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¢Qué sucede si D es igual a la suma de las longitudes de las cadenas? O, ;si
esa diagonal es menor que la suma de las longitudes de las cadenas? jClaro!,
en ese caso no hay pasada sin riesgo.

Hasta ahora se ha supuesto que el cartero es un punto, ;cémo influye su
tamafio? ;Como calcular el mayor “ancho” del cartero para poder pasar
entre los dos perros y no ser mordido? ;Qué otros supuestos hicimos? Que
las cadenas son firmes, que los perros no pueden alargar su hocico mas alla
de lo que permiten las cadenas. Tal vez pensamos que ambos perros son
fieros, en caso contrario bastaria con rodear al que si lo es. Tal vez también
estuvo implicito que ambos perros son igualmente peligrosos. La condicién
de “camino recto” la supusimos iniciada en la esquina del patio que sefiala el
dibujo. De no ser obligatorio que sea recto, ;Cudl es la llegada a la diagonal
que ofrece el menor peligro? jClaro! Una llegada perpendicular al centro del
trazo MN, lo deja siempre a igual distancia de ambos peligros.

Algo asi:

Diagonal
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Problema 2: ;Cémo calcular el nimero de aspersores para regar el jardin?

Difusor de 3 a 5 metros El agua se reparte de un modo no uniforme

Conviene superponer las regiones de alcance de los aspersores, algunos
fabricantes recomiendan hasta un 50% de superposicion.
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Hay aspersores cuya regién de accién estad dada por un dngulo de 90°, 180°,
360° y también regulables para diferentes angulos.

Un difusor de 90°

Uno de 180° Uno de 360°

Algunas posibles distribuciones

De 90° en las De 180° en los Al centro alguno o algunos de 360°
esquinas costados

Para comenzar, ubique los aspersores en las esquinas:

D C

A B
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Puede experimentar con sectores y discos de papel.

Comience con discos de papel por las esquinas, luego por los bordes y
finalmente en el area central.

—>-—)

Con GeoGebra u otro procesador geométrico

) 2
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¢Cuadles son los supuestos del modelo desarrollado? Entre los supuestos se
puede sefalar: que la presidn del agua es constante, que cada aspersor fue
construido en forma consistente con la distancia que marca el fabricante; y,
una importante, jque no hay viento!

Sin viento Con viento

Direccion
del viento
dominante

Tuberia

é :F Aspersor

Por dltimo, tenemos un ejemplo de un modelo creado para disefiar.
Consideremos un jardin rectangular de 8 por 18 metros. ;Cuantos aspersores
de 90°, 180° y de 360°, con un alcance de 4 metros recomendaria usar para
cubrir todo el terreno?
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Al modelar simplificamos la realidad, tomamos en cuenta las dimensiones,
variables o informacién que nos parece relevante. Se deja afuera colores, peso,
presién, entre otras caracteristicas de la situacién real, que a nuestro juicio no
tienen relacién con la pregunta que queremos responder o la situacién o fenémeno
que nos interesa estudiar.

Al modelar, transitamos entre datos de realidad y abstracciones matematicas.
Una cadena o el alcance de un aspersor, por ejemplo, se concretan en radios de
circunferencias. El sector de peligro para el cartero, lo representamos por un sector
de circulo intersectado por los lados del rectdngulo que representa, en nuestro
modelo, el patio.

Al crear un modelo, aparece como natural hacer otras preguntas acerca de la
situacion real, que se infieren de la formulacién tedrica. Por ejemplo, los puntos M
y N que muestran la interseccidn entre las circunferencias y la diagonal, sugieren
valores para los cuales el problema tiene o no tiene solucién. En el caso de los
aspersores, la forma circular del riego y la forma rectangular de un jardin, sugieren
la conveniencia de usar aspersores con 90° para las esquinas y de 180° para los
costados.

Se puede observar, también, que modelar se relaciona con representar, resolver
y argumentar. En efecto las habilidades matematicas que ponemos en juego en
una situacién dada, pueden ser predominantemente de una naturaleza, pero las
utilizamos en forma integrada.
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